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RESUMO

Esta monografia de trabalho de conclusdo de curso apresenta a especificagdo e a
implementagdo de um provador interativo de teoremas baseado em uma linguagem formal
com tipos dependentes. Com isso, mostra-se uma forma em que computadores podem auxiliar
no desenvolvimento matematico e se introduz a teoria dos tipos dependentes a programadores
em uma linguagem simplificada. De forma mais detalhada, objetiva-se especificar uma
linguagem para descrever programas e teoremas de logica de primeira ordem e um sistema de
tipos baseado na teoria de tipos dependentes, implementar um interpretador de linha de
comando e validar os programas e os teoremas de ldgica de primeira ordem escritos nessa
linguagem. Para isso, durante o desenvolvimento, é elaborada uma definicdo formal para a
linguagem especificada através da notacdo Backus-Naur Form (BNF) e implementado um
interpretador de linha de comando com a linguagem Haskell e a biblioteca Parsec. Ao final,
todos o0s objetivos sdo alcancados, embora o uso da teoria de tipos dependentes faca com que
a definicdo de certos tipos e fungdes se tornem mais complexa, além de restringir os teoremas
que podem ser provados aqueles com provas construtivas. Faz-se também uma comparacao
com as linguagens Agda, Coq e a desenvolvida por Loh, McBride e Swierstra (2010),
mostrando que a abordagem de Coq de separar as provas das definicdes de funcBes torna o

cddigo mais legivel.

Palavras-chave: Assistente de provas. Linguagens de programacao. Sistemas de tipos. Teoria

dos tipos dependentes.



ABSTRACT

This document presents the specification and implementation of an interactive theorem prover
based on a formal language with dependent types. With it, a way in which computers may
help in the mathematical development is shown, and the theory of dependent types is
introduced to programmers in a simplified language. In more details, the objectives are to
specify a language for describing programs and first-order logic theorems and a type system
based on the theory of dependent types, to implement a command line interpreter, and to
validate programs and first-order logic theorems written in this language. For this, during the
development, a formal definition for this language is developed through the Backus-Naur
Form (BNF) notation, and a command line interpreter is implemented with the Haskell
language and the Parsec library. Finally, all the objectives are reached, although the use of
dependent type theory makes the definition of certain types and functions more complex,
besides restricting the theorems that can be proved to those with constructive proofs. A
comparison is made between the Agda and Coq language, and the language developed by
Loh, McBride and Swierstra (2010), showing that Coq’s approach of separating proofs from

function definitions makes code more readable.

Key-words: Proof assistant. Programming languages. Type systems. Dependent type theory.
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1 INTRODUCAO

Embora ainda seja um assunto relativamente polémico dentro da Matematica,
matematicos estdo aos poucos aceitando o uso de ferramentas computacionais para auxilio na
validacdo e no desenvolvimento de provas formais (AVIGAD; HARRISON, 2014).
Provavelmente, um dos casos mais importantes nessa area foi o teorema das quatro cores?,
comprovado por Appel e Haken (1977), primeiro teorema a ser provado com a ajuda de um
computador.

Na computacdo, Hudak e Jones (1994) afirmam que programadores vém percebendo
as vantagens de se usar linguagens de programacédo funcionais com sistemas de tipos mais
expressivos. Esses sistemas podem ser estendidos com diferentes abstracbes e uma que tem
recebido destaque recentemente é a teoria de tipos dependentes (MCBRIDE; MCKINNA,
2004), em que o tipo de um termo pode depender do valor de outro termo.

Os avancos das duas areas se encontram nos provadores interativos de teoremas. Essas
ferramentas, entre as quais a mais conhecida possivelmente seja Coq (THE COQ
DEVELOPMENT TEAM, 2014), cumprem o papel duplo de verificar definicdes e teoremas
matematicos, além de certificarem que programas estao corretos com regras de validacdo mais
restritas que a maioria das linguagens de programacéo utiliza.

Dentre as possiveis fundamentacdes tedricas para o desenvolvimento de provadores
interativos de teoremas, a teoria dos tipos dependentes ainda é relativamente pouco explorada.
Porém, comeca-se a perceber seu potencial e linguagens de programacdo de cunho mais
académico, tais como Agda (NORELL, 2007) e Epigram (MCBRIDE, 2005), ttm comecado a
utilizd-la. Entre as linguagens de programacdo de cunho mais comercial, 0 progresso é mais
lento, mas extensbes permitem simular algumas caracteristicas de tipos dependentes na
linguagem Haskell (MCBRIDE, 2002).

Diante desse contexto, percebe-se a importancia de um provador interativo de
teoremas. Sendo assim, propde-se o desenvolvimento de um sistema em que programas e
teoremas sejam validados e executados de acordo com as regras da teoria de tipos
dependentes.

Para programadores, este trabalho se mostra relevante por permitir um contato inicial
com a teoria de tipos dependentes em um contexto simplificado, fazendo com que seja mais

facil aprender suas peculiaridades. Além disso, um programador pode utilizar-se do sistema

1 O teorema das quatro cores é um teorema dentro da teoria de grafos que afirma que um mapa plano pode ser
colorido com apenas quatro cores sem que regides vizinhas compartilhem a mesma cor. Foi demonstrado pela
primeira vez por Appel e Haken (1977) com o auxilio de um computador.
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de tipos desenvolvido neste trabalho para verificar seu programa com regras de validagédo
mais restritas que as encontradas na maioria das linguagens atuais, reduzindo o nimero de
erros em tempo de execucao.

Ja para matematicos, este trabalho é relevante, pois permite que escrevam seus
teoremas de logica de primeira ordem e os tenham validados pelo sistema de tipos da
linguagem. No entanto, é importante ressaltar que o trabalho desenvolvido ndo objetiva
chegar a prova de teoremas automaticamente, apenas checar se estdo corretos de acordo com
os teoremas previamente definidos. Ainda que em alguns casos seja possivel inferir as
definicBes intermediarias necessarias para que um teorema seja provado automaticamente,

isso esta além dos objetivos do trabalho.

1.1 OBJETIVOS

Este trabalho objetiva criar um sistema para auxiliar no desenvolvimento de provas
formais através do uso do computador.

Os objetivos especificos sdo:

a) especificar uma linguagem para descrever programas e teoremas de logica de
primeira ordem;

b) especificar um sistema de tipos para essa linguagem, baseado na teoria de tipos
dependentes;

c) implementar um interpretador de linha de comando para essa linguagem;

d) validar os programas e os teoremas de logica de primeira ordem escritos nessa

linguagem.

1.2 ESTRUTURA

O presente trabalho estd organizado em quatro capitulos, sendo o primeiro esta
introdugdo. O segundo capitulo apresenta 0s aspectos tedricos necessarios para 0
entendimento do trabalho e aborda tépicos como provadores interativos de teoremas, calculo
Lambda ndo-tipado e simplesmente tipado e sistemas de tipos. Também sdo descritos alguns
trabalhos correlatos.

O terceiro capitulo refere-se ao desenvolvimento deste trabalho, detalhando os
requisitos do prototipo implementado, sua especificacdo e implementacdo. S&o apresentados
também os resultados obtidos ao término do trabalho.

Por altimo, o quarto capitulo traz as conclusdes obtidas através deste trabalho e aborda

aspectos que ficaram em aberto, servindo como sugestfes para trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Inicialmente, neste capitulo, aborda-se 0 que sdo provadores interativos de teoremas,
quais seus usos e limitagdes. Depois, apresenta-se o calculo Lambda ndo-tipado, cuja
compreensdo é necessaria para o entendimento dos assuntos seguintes. Em seguida, faz-se
uma breve introducdo ao célculo Lambda simplesmente tipado, que serve de base para os
sistemas de tipos apresentados na sequéncia. Por fim, sdo abordados trés trabalhos correlatos a

este.

2.1 PROVADOR INTERATIVO DE TEOREMAS

Provadores interativos de teoremas, também conhecidos por assistentes de provas, sao
programas utilizados para auxiliar no desenvolvimento de provas formais. De maneira geral,
eles permitem que um usuério interaja com um interpretador que valida as definigdes e os
teoremas que o usudrio escreve com uma linguagem formal.

Alguns assistentes de provas sdo mais complexos e automatizam determinados passos
durante o desenvolvimento de uma prova. E o caso do sistema Cogq (THE COQ
DEVELOPMENT TEAM, 2014). Assim, 0 usuario ndo precisa digitar a demonstracdo de
uma prova passo a passo, pois o sistema é capaz de inferir novas definicbes e teoremas a
partir de dados que o usudrio informou previamente.

Em vez de se basearem na teoria dos conjuntos, como é comum em outras divisdes da
matematica, 0s provadores interativos de teoremas utilizam a teoria de tipos. Segundo Asperti
(2009), isso facilita a deteccdo de erros sintaticos e semanticos durante a analise das provas
escritas pelo usuério. A presenca de tipos também torna mais fécil automatizar certos passos
durante o desenvolvimento de uma prova.

Além desses pontos, 0 uso da teoria de tipos pode ser justificado por suas relacbes com
a logica construtiva. Como descreve Fernandes (2009), formulagGes como a interpretacdo de
Brouwer-Heyting-Kolmogorov e a correspondéncia de Curry-Howard permitem tracar
equivaléncias entre as computages realizadas na teoria de tipos e a légica construtiva.

Conforme escreve Chlipala (2013), esses sistemas também podem ser utilizados para
programacéo certificada. Nesse caso, escreve-se um programa cuja validade sera verificada
por um provador interativo de teoremas. Em seguida, exporta-se esse programa para a
linguagem de programacdo em que o restante do programa sera escrito. 1sso permite que o
nacleo critico de um programa seja certificado com regras de validagdo mais rigidas que as
presentes na maioria das linguagens de programacdo. Um exemplo recente foi a verificacéo

formal do microkernel seL4 por Klein et al. (2014).
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2.2 CALCULO LAMBDA NAO-TIPADO

O calculo Lambda é um sistema formal para a representacdo de computacdes proposto
por Church (1936), tendo grande importancia na area da teoria da computabilidade. No ano
seguinte, Turing (1937) demonstrou que a méaquina de Turing e o célculo Lambda séo
equivalentes em termos de computabilidade. Sendo assim, a escolha por um ou por outro se
da pelo problema em questdo e pela preferéncia de quem pretende resolvé-lo. Uma analogia
possivel € dizer que a maquina de Turing estd para linguagens de programacao imperativas
como o célculo Lambda esta para linguagens funcionais (TURNER, 2007).

De maneira informal, pode-se entender o calculo Lambda como uma linguagem de
programacdo composta por apenas trés tipos de termos (HUDAK, 2008): variaveis, abstracdes
(funcBes) e aplicacdes (aplicacbes de uma funcdo a seu argumento). Assim, a funcéo
identidade, €scrita na linguagem Java no Quadro 1, pode ser escrita na notacdo do célculo

Lambda como apresentado no Quadro 2.

Quadro 1 — A funcdo identidade em Java
int identidade (int x) {
return x;

}

Quadro 2 — A fun¢do identidade no célculo Lambda
|Ax . X |

Ja a aplicacdo de funcbes pode ser realizada concatenando-se o termo que define a
funcdo a ser computada e o termo que deve ser substituido. Para tornar as expressdes mais
legiveis e evitar erros de ambiguidade, podem-se utilizar parénteses. O Quadro 3 contém

alguns exemplos de aplica¢fes da fungdo identidade, dobro € soma dos quadrados.

Quadro 3 — Exemplo de aplicacbes

(Ax . x) 5 resulta em 5
(Ay -y +y) 7 resulta em 14
(AMx, v) . x *x + vy *vy) (3, 4) resulta em 25

Como mostra Jung (2004), outra interpretacdo para o calculo Lambda é que ele
representa a arvore sintatica abstrata de uma expressdo. Assim, a expressdo contida na
primeira linha do Quadro 3 pode ser transformada na arvore representada na Figura 1 de

forma trivial, em que ap1 significa a aplicacdo de uma abstracéo.

Figura 1 — Exemplo de uma arvore construida a partir de uma expressao
apl
/N
AX 5

\

X

Essa relagdo explica porque o célculo Lambda se tornou o arcabouco preferido dos

autores de linguagens de programacdo funcionais, comegando por McCarthy (1960), que
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especificou a linguagem LISP, e Landin (1966), que descreveu a linguagem ISWIM e
influenciou o desenvolvimento de linguagens como Haskell, OCaml e Standard ML.

2.3 CALCULO LAMBDA SIMPLESMENTE TIPADO

A teoria dos tipos foi desenvolvida por Russell (1903) em resposta a algumas
contradi¢bGes encontradas por ele mesmo em sua teoria dos conjuntos. Da forma como foi
elaborada, era possivel descrever um conjunto R tal que R ={w |w & w }, ou seja, R é 0
conjunto que contém todos os conjuntos que ndo pertencem a eles mesmos. Porém, isso da
origem a um paradoxo, conhecido por Paradoxo de Russell: R é um conjunto que contém a si
préprio se e somente se R ndo contiver a si proprio. A partir do uso de tipos, passa a ser
possivel distinguir entre objetos e predicados, predicados de predicados, entre outros,
evitando-se assim esse paradoxo.

Mais tarde, Church (1940) simplificou essa teoria e a juntou com o calculo Lambda,
dando origem ao célculo Lambda simplesmente tipado. Passam a existir dois tipos basicos, i
(o tipo dos individuos) e o (o tipo das proposi¢des), e o construtor de tipos —, definido por:
sejam o e f tipos, entdo a — B, o tipo das fungdes de « para S, também € um tipo
(COQUAND, 2014).

Dessa forma, tipos mais complexos podem ser construidos, como por exemplo:

a) i— I tipo das funcgoes;

b) i — o: tipo dos predicados;

c) (i— 0) — o: tipo dos predicados de predicados.

Se M e N séo termos do calculo Lambda e « e f sdo tipos, entdo pode-se escrever M : a
para expressar que M tem tipo «, dando origem as regras escritas no Quadro 4. A primeira
regra diz que se N é uma funcdo de « para e M tem tipo o, entdo a aplicacdo de N sobre M
tem tipo . A segunda significa que se M tem tipo £ e x é definido para ser do tipo «, entdo a

funcdo definida por Ax . M tem tipo a — S.

Quadro 4 — Regras do célculo Lambda simplesmente tipado

N:ao->98 M: o
NM: B

M : B [ x ¢ o ]
AX . M o - B

Em algumas situacfes, é necessario escrever fungdes que recebam mais de um
argumento. Isso pode ser feito através de n-uplas, como no ultimo exemplo do Quadro 3.
Outra técnica comumente utilizada é chamada de currying, em homenagem a Haskell Curry
(BARENDREGT; BARENDSEN, 2000). Através de seu uso, pode-se entender uma funcéo



19

de dois argumentos como tendo tipo a — (# — y) em vez de (a % ) — y. Desta forma, uma
funcdo que receba como argumento uma 2-upla cujos elementos tém tipos a e £, pode ser
reescrita como uma fungdo que receba um argumento de tipo « e retorne outra fungéo de tipo
p—y.

O Quadro 5 ilustra como uma funcéo que recebe trés argumentos através de uma 3-
upla pode ser reescrita como uma cadeia de fungbes que recebem apenas um argumento

através do uso de currying. Esse quadro também demonstra como a aplicacdo dessas funcdes

difere.

Quadro 5 — Exemplo de currying de uma fungdo com trés argumentos
(AM(a, b, c) . a * b + ¢) (oo x B x y) - O
(A(a, b, ¢c) . a * Db + c) (5 8, 2)

(5 * 8 + 2)

42 3

(Aa . (Ab . (Ac . a * b+ c))) oa - (B~ (v - d))
(Aa . (Ab . (Ac . a * b+ c))) 5

(Ab . (Ac . 5 * Db + c)) B~ (v — d)

(Ab . (Ac . 5 * Db +c)) 8

(Ac 5* 8 + ¢) Yy - &

(Ac . 5 %8 +c) 2

(5 * 8 + 2)

42 3

No primeiro exemplo, nas linhas agrupadas na parte superior do quadro, tem-se uma
funcdo que recebe trés argumentos de tipos «, S e y e que retorna um valor de tipo . Na forma
como foi escrita, ela recebe todos os parametros em uma unica 3-upla, (5, 8, 2), e retorna o
valor computado, 42. Em seguida, no grupo de linhas na parte inferior do quadro, reescreve-se
essa funcdo com o uso de currying. Nesse segundo exemplo, a aplicacdo da funcéo é feita de
forma parcial, comecando-se pelo primeiro argumento, 5. Isso resulta em uma funcgéo
intermediaria (demarcada pela anotacéo de tipo f — (y — d)) que recebe outro argumento e
retorna mais uma funcdo. Novamente, faz-se uma aplicacdo parcial, agora com o segundo
argumento, 8, e obtém-se mais uma funcdo intermediaria (demarcada por y — 9)).
Finalmente, aplica-se o Gltimo argumento, 2, e chega-se ao mesmo valor computado, 42.

2.4 SISTEMAS DE TIPOS

Intuitivamente, as regras do célculo Lambda simplesmente tipado s&o aquelas que se
esperam de uma linguagem de programacéo. 1sso acontece porque 0s sistemas de tipos das
linguagens de programagéo e a teoria de tipos estdo intimamente relacionados. O objetivo de
um sistema de tipos € associar tipos a varias construcdes, como valores, variaveis, expressoes

e funcbes, que depois séo validados de acordo com as regras de teoria de tipos (PIERCE,
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2002). Isso permite a reducdo no namero de falhas em programas e melhores otimizagoes pelo
compilador (CARDELLLI, 2004).

Porém, em busca de uma maior expressividade, sistemas de tipos podem ser
estendidos, dando-lhes novas caracteristicas. Trés dessas possiveis extensdes ao sistema de
tipos do calculo Lambda simplesmente tipado (A—) s@o representadas no A-cubo, concebido
por Barendregt (1991) e ilustrado na Figura 2, que sdo: polimorfismo (A2), operadores de

tipos (Aw) e tipos dependentes (AP), abordadas nas subse¢des seguintes.

Figura 2 — O A-cubo

Aw = APw
// | // |
A2 = AP2
Aw - APw
// //
A— AP

Fonte: Barendregt (1991, p. 126).

Essas extensfes sdo de interesse por serem ortogonais e poderem ser combinadas,
dando origem a novos sistemas de tipos. Dentre as possiveis combinagdes, uma que recebe
destaque é a que inclui as trés extensdes, sendo chamada de calculo de construgoes (APw).
Outra extensdo importante, mas que ndo faz parte do A-cubo, sdo os subtipos, utilizados

frequentemente em linguagens orientadas a objetos.

2.4.1  Polimorfismo

O polimorfismo (representado por A2 no A-cubo), também conhecido por sistema F ou
calculo Lambda de segunda ordem, permite a definicdo de funcdes de tipos para termos. Foi
introduzido por Girard (1971) e posteriormente, de maneira independente, por Reynolds
(1974). Assim como no célculo Lambda simplesmente tipado se utiliza o simbolo A para
expressar uma funcao de termos para termos, no célculo Lambda com polimorfismo se utiliza
0 simbolo A para expressar uma funcdo de tipos para termos.

A primeira linha do Quadro 6 ilustra a definicdo da fun¢do identidade de forma

tipada e polimdrfica. De maneira sucinta, pode-se dizer que Aa . Ax* . x € uma funcdo de tipos
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para termos cujo termo resultante sempre tera tipo a — «. Para exemplificar, na linha seguinte
essa funcdo de tipos para termos é aplicada ao tipo int, dando origem ao termo na terceira

linha. Essa ultima expressao possui tipo int — int, j& que se substituiu o por int.

Quadro 6 — A funcdo identidade no calculo Lambda com polimorfismo
Aot o AXY . x @ Vo . o - o

(Mot . AxX®* . x ¢ Va . o - o) int
Axint o x ¢ int - int

Adaptando esse exemplo para a linguagem Java, tem-se o Quadro 7, onde uma funcéo
identidade € definida. Essa funcdo ndo possui um tipo pre-definido, mas sabe-se que a
funcdo adotaré o tipo sobre o qual for aplicada e que esse serd 0 mesmo tipo do pardmetro de
entrada e do valor de retorno dessa fungéo.

Quadro 7 — A fungo identidade com polimorfismo em Java
public static <A> A identidade (A x) {
return x;

}

O'Sullivan, Stewart, e Goerzen (2008) escrevem que esse tipo de polimorfismo possui
nomes diferentes para diferentes classes de programadores. No contexto de Java e C#, ele
geralmente € chamado de genericos. J& em linguagens como Haskell, ele é chamado de
polimorfismo paramétrico. Por exemplo, na linguagem Haskell, a funcdo identidade pode

ser escrita como no Quadro 8.

Quadro 8 — Exemplo de polimorfismo em Haskell
identidade :: a -> a
identidade x = x

2.4.2  Subtipos

Subtipos também d&o origem a um tipo de polimorfismo, mas, devido a diferencas em
como sao tratados, séo classificados a parte. Um subtipo é um tipo relacionado a outro tipo (o
supertipo) por alguma nocdo de substituibilidade (PIERCE, 2002). Assim, seja z um tipo e o
seu subtipo, uma funcdo que possa ser aplicada sobre um termo de tipo z também pode ser
aplicada a um termo de tipo o. Simbolicamente, isso é representado por o <: .

Assim como acontece com polimorfismo, subtipos também recebem diferentes nomes
por diferentes classes de programadores. Programadores que utilizam linguagens funcionais
conhecem este conceito por tipos algébricos de dados (O’SULLIVAN; STEWART;
GOERZEN, 2008). O Quadro 9 exemplifica o conceito mostrando como é implementado em
Haskell: 0 tipo Forma possui dois subtipos, retangulo € circulo. Uma fungdo que receba
um argumento do tipo Forma pode receber também argumentos dos subtipos rRetangulo €

Circulo.
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Quadro 9 — Exemplo de subtipos em Haskell

data Forma = Re
| Ci

tangulo (Float, Float) (Float, Float)
rculo (Float, Float) Float

Por outro lado, programadores acostumados com linguagens orientadas a objetos

chamam este conceito de polimorfismo, relacionado na maioria das linguagens a outro
conhecido por heranca, embora ndo sejam o mesmo (COOK; HILL; CANNING, 1990). O

Quadro 10 exemplifica a criacdo de trés classes em Java, sendo que as classes rRetangulo €

Ccirculo S80 subclasses de rorma. Uma fungdo que receba um argumento da classe Forma

pode receber também argumentos das subclasses Retangulo € Circulo.

2.4.3

Quadro 10 — Exemplo de subtipos em Java

// Forma.java
class Forma {

}

// Retangulo.ja
class Retangulo

float x1, yl;

float x2, y
}

// Circulo.java
class Circulo e
float x, vy;
float raio;

}

va
extends Forma {

2;

xtends Forma {

Operadores de tipos

A extensdo de operadores de tipos (representados por Am no A-cubo) permite a

definicdo de funcdes de tipos para tipos e trabalha com a no¢édo de espécie (kind). Um sistema

de espécies pode ser compreendido como um calculo Lambda simplesmente tipado um nivel

acima, contendo um tipo primitivo representado por * e chamado de tipo, que é a espécie dos

tipos de dados da linguagem (PIERCE, 2002). E a partir desse tipo primitivo e do operador —

gue se tem a origem de outras espécies:

a)

*, chamado tipo

inteiros, 16gicos

, € a espécie a qual pertencem os tipos de dados “comuns”, como

e caracteres;

b) * — *, é a espécie de tipos cujo construtor depende de outro tipo, como é 0 caso

c)

do tipo de uma |

* L,k _, % 4

ista, que pode ser uma lista de inteiros ou uma lista de légicos;

a espécie de tipos cujo construtor depende de dois outros tipos,

como € o caso do tipo de um par, que pode ser qualquer combinacdo de dois tipos

(um inteiro e um logico, um caractere e uma palavra, dois inteiros, entre outros).

Deste modo, pode-se entender que espécies atuam como uma forma de metatipo. S&o

poucas as linguagens que as utilizam, como Haskell e Scala, e mesmo nessas linguagens seu
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uso € limitado, servindo mais para indicar o niUmero de argumentos que um construtor de tipo

necessita.

2.4.4  Tipos dependentes

Segundo Bove e Dybjer (2009), os tipos dependentes (representados por AP no A-cubo)
sdo tipos que dependem de elementos de outros tipos. Um exemplo comum sdo as linguagens
que permitem que o tamanho de um vetor seja especificado como parte de seu tipo. O Quadro
11 ilustra a definigcdo de dois vetores, a1 e a2, na linguagem C++. Ambos vetores séo do tipo
std::array<int, 3>, fazendo com que a atribuicdo da Ultima linha seja valida. Caso
qualquer um desses vetores fosse de tipo diferente (std: :array<int, 4>, por exemplo), essa

atribuicdo seria invalida e haveria um erro de compilagéo.

Quadro 11 — Exemplo do uso de tipos dependentes na linguagem C++
std::array<int, 3> al {1, 2, 3%};
std::array<int, 3> a2 {4, 5, 6};

a2 = al;

Ainda segundo Bove e Dybjer (2009), embora certas construcfes sejam possiveis tanto
pelo uso de polimorfismo como pelo uso de tipos dependentes, a interpretacdo € diferente. Por
exemplo, no Quadro 12 é definida uma lista de inteiros na linguagem Java, que utiliza
polimorfismo. Do ponto de vista dessa teoria, isso € possivel porque Integer € um tipo. Se
Java utilizasse a teoria dos tipos dependentes, isso seria possivel porque Integer Seria um
elemento do tipo Tipo, que pode ser entendido como um conjunto que contém todos os tipos
definidos no programa, assim como 3 € um elemento do tipo int no Quadro 11. Resumindo,
no polimorfismo, tipos podem depender somente de outros tipos, enquanto na teoria dos tipos

dependentes, tipos podem depender de elementos de outras formas, incluindo outros tipos.

Quadro 12 — Exemplo de tipo polimérfico em Java
|List<Integer> inteiros; |

Conforme escrevem Sgrensen e Urzyczyn (2006), o desenvolvimento da teoria dos
tipos dependentes ocorre em conjunto com o do isomorfismo de Curry-Howard, segundo o
qual existe uma equivaléncia entre a I6gica de predicados construtiva e o0s tipos de um sistema
de tipos com tipos dependentes, conforme mostra 0 Quadro 13. Com base nesse isomorfismo,
Martin-Lof (1985) desenvolve um sistema de tipos que recebe seu nome. Embora a intencéo
inicial de Martin-Lof fosse elaborar uma fundagéo para a matematica construtiva, seu sistema
de tipos também serviu de base para a elaboracdo do assistente de provas Coq (THE COQ
DEVELOPMENT TEAM, 2014) e da linguagem Agda (NORELL, 2007).
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De acordo com essa equivaléncia, quando se tem uma funcéo f de tipo o — f, e ela é
aplicada sobre um valor a de tipo a, chega-se a um valor do tipo B. Essa construgdo é
equivalente ao modus ponens quando se tem P — Q e P, e conclui-se que Q. Assim, um
sistema de tipos com tipos dependentes possui construcGes equivalentes a quantificacdo
universal (vx), quantificacdo existencial (3x), consequéncia ou implicagdo (—), conjungédo
(A), disjuncéo (V) e aos valores de verdadeiro e falso.

Quadro 13 — Equivaléncia entre l6gica de predicados e sistemas de tipos

I6gica de predicados sistemas de tipos
quantificacdo universal tipo-I1
guantificacdo existencial tipo-X
consequéncia tipo fungdo
conjuncéo tipo produto
disjuncéo tipo soma
formula verdadeira tipo unidade
formula falsa tipo vazio

Fonte: adaptado de Chakraborty (2011).

Em linguagens de programagdo em que tipos dependentes s&o utilizados mais
extensivamente, é possivel fazer com que o sistema de tipos realize verificacdes mais
complexas que em outras linguagens. Alguns exemplos sdo a definicdo de um par (a, b) em
que a é obrigatoriamente menor que b ou de uma funcdo que soma os elementos de duas
listas, par a par, desde que ambas possuam exatamente 0 mesmo tamanho. Para ilustrar, no
Quadro 14 mostra-se uma funcéo sort, elaborada por Mazzoli (2013), que recebe uma lista
qualquer (rist) e retorna uma lista ordenada (ornist). Embora isso possa ser realizado em
qualquer linguagem, em Agda, o sistema de tipos garante que o algoritmo de ordenacdo

realmente esta correto e que a lista retornada esta de fato ordenada.

Quadro 14 — Exemplo de funcdo sort em Agda
sort : List X - OList L T
sort = foldr (A X Xs - insert x xs 1< <T) (nil 1X)

Fonte: adaptado de Mazzoli (2013).

2.5 TRABALHOS CORRELATOS

A seguir sdo apresentados trés trabalhos com caracteristicas semelhantes aos principais
objetivos deste trabalho. O primeiro é uma linguagem de programacao conhecida por Agda
(NORELL, 2007), o segundo é o assistente de provas Cog (THE COQ DEVELOPMENT
TEAM, 2014) e o terceiro € um interpretador para uma linguagem com tipos dependentes
(LOH; MCBRIDE; SWIERSTRA, 2010).
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25.1 Agda

A linguagem Agda foi desenvolvida por Norell (2007) em sua tese de doutorado como
uma tentativa de aproximar a apresentacdo mais tedrica e formal da teoria dos tipos de uma
linguagem de programacao de uso mais pratico. Dois pontos interessantes da tese sdo:

a) a descricdo de um sistema de modulos para a linguagem Agda, tornando-a mais
proxima de uma linguagem completa, em vez de uma linguagem apenas para a
demonstracdo dos conceitos estudados;

b) a apresentacdo da relacdo entre tipos dependentes e um provador de teoremas de
I6gica de primeiro grau.

Diferentemente do Coq, apresentado na proxima subsecdo, que permite a separacao
entre defini¢cbes de funcbes e de teoremas a serem provados, programas escritos em Agda
precisam adicionar as propriedades que serdo provadas nas proprias definicdes dos tipos e das
funcGes. No Quadro 15 estd um exemplo de como uma funcdo isort pode ser escrita de

forma a garantir que a lista resultante esta de fato ordenada (MAZZOLI, 2013).

Quadro 15 — Trechos do médulo sort

data 1XT : Set where
T L1 : 1XT
[1: X - 1XT

data <7 : Rel LXT where

1<” : Vo {x} - 1L £7 x

<°T : Vo {x} 5 x 5T

<-lift : Vix vyl ox<yo[x]1=2"1Tvl1
data OList (1 u : 1XT) : Set where

nil : 1 £" u - OList 1 u

cons : V x (xs : OList [ x Ju) -1 <" [x] - OList 1 u

insert : V {1 u} x - OList 1 u->1<"[x]-[x]<" u- OList 1 u
insert y (nil ) 1<y ySu = cons y (nil y<u) 1<y
insert y (cons x xs 1<x) 1<y y<u with y £? x
insert y (cons x xs 1<x) 1<y y<u | left vy<x = cons y
(cons x xs (£-1ift y<x)) 1<y
insert y (cons x xs 1<x) 1<y y<u | right y>x =
cons x (insert y xs ([ £-1ift , (A y<x - absurd (y>x y<x)) ]

(total x y)) y<u) 1=<x

isort : List X - OList L T
isort = foldr (A X xS — insert x xs 1<7 <°T) (nil 1£7)
Fonte: adaptado de Mazzoli (2013).

Esse codigo define uma funcéo isort, que faz a ordenacdo de uma lista através de
repetidas aplicagcbes da funcdo insert. Para que as validagOes desejadas pudessem ser
aplicadas, foi necessario definir um novo tipo, ornist, e outros tipos auxiliares, <~ e 1xT. Iss0
faz com que o cddigo escrito em Agda difira significativamente de cddigo escrito em outras

linguagens funcionais sem tipos dependentes.
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Desde a publicacéo da tese, foram adicionadas novas caracteristicas a linguagem. Uma
que merece destaque € a adicdo de uma Foreign Function Interface (FFI) para a execucdo de
codigo escrito em Haskell a partir de Agda e vice versa (DEVRIESE, 2014). Isso permite que
0 nucleo do programa seja escrito com as verificacfes adicionais que tipos dependentes
promovem, mas partes auxiliares do programa podem ser escritas em outra linguagem quando
0 uso de tipos dependentes se mostrar incomodo.

Apesar de seu objetivo ser uma linguagem de programacdo e ndo um provador
interativo de teoremas, existe um modo interativo para desenvolvimento com a linguagem
Agda. Ele facilita a defini¢do de fungdes, indicando quais sdo 0s casos para 0s quais ela ainda
nédo foi definida, conforme mostra 0 Quadro 16. Nele, demonstra-se uma sessao interativa em
que dois trechos de codigo escritos como { 10 e { 11 estdo destacados, por terem sido
detectados pelo interpretador da linguagem como pedagos em que o cddigo estd incompleto.

Quadro 16 — Sesséo interativa com a linguagem Agda
module demolA where

data Bool : Set where
true : Bool
false : Bool

not : Bool -> Bool -- '->' is input with '\to'
not true = { }0
not false = { }1

Fonte: adaptado de Maydwell (2012).

252 Coq

Esse projeto desenvolvido pela The Coq Development Team (2014) é um sistema para
gerenciamento de provas formais. Ele fornece uma linguagem formal para a escrita de
definicBes matematicas, algoritmos executaveis e teoremas junto com um ambiente semi-
interativo para o desenvolvimento de provas checadas por computadores.

Em vez de utilizar exclusivamente a teoria de tipos dependentes, o Coq utiliza o
calculo de construgdes, uma varia¢do do calculo Lambda tipado com um nivel de abstracdo
maior que o calculo Lambda com tipos dependentes. Baseando-se no A-cubo, pode-se
entender o célculo de construgdes como um célculo Lambda ao qual foram adicionados
polimorfismo, operadores de tipos e tipos dependentes (BARENDREGT, 1991).

Dois destaques do Coq sdo sua capacidade de inferir provas por meio de métodos ja
programados ou definidos pelo usuario, além de ser possivel utiliza-lo para extrair programas
verificados para outras linguagens, como Haskell, OCaml e Scheme, permitindo a interagédo

entre codigo escrito em Coqg e nessas linguagens.
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Gracas a sua capacidade de inferir provas e seu objetivo de ser um provador interativo
de teoremas em vez de apenas uma linguagem de programacao, propriedades sobre tipos e
funcBes podem ser escritas de forma mais sucinta. O Quadro 17 ilustra essa caracteristica do
Coq através de trechos de cddigo do médulo cog.sorting.Mergesort (THE COQ
DEVELOPMENT TEAM, 2015b). Isso distingue Coqg dos demais trabalhos correlatos, em
que teoremas e demais propriedades devem embutidas nas defini¢cbes de funcGes e tipos de

alguma forma.

Quadﬂ)1747TTeChOSd0lﬂédUk)Coq.Sorting.Mergesort
Fixpoint merge list to stack stack 1 :=
match stack with
| [] => [Some 1]

| None :: stack” => Some 1 :: stack’
| Some 1° :: stack’” => None :: merge list to stack stack’” (merge 1~ 1)
end.

Fixpoint merge stack stack :=
match stack with

I [l => 1]

| None :: stack’™ => merge stack stack”’
| Some 1 :: stack’” => merge 1 (merge stack stack’)
end.

Fixpoint iter merge stack 1 :=
match 1 with
| [] => merge stack stack

| a::1" => iter merge (merge list to stack stack [a]) 1°
end.
Definition sort := iter merge [].

Fixpoint SortedStack stack :=
match stack with

| [] => True
| None :: stack’” => SortedStack stack’
| Some 1 :: stack’” => Sorted 1 /\ SortedStack stack’
end.
Theorem Sorted merge list to stack : forall stack 1,

SortedStack stack -> Sorted 1 -> SortedStack (merge list to stack stack 1).
Fonte: adaptado de The Coq Development Team (2015b).

Esse cddigo define uma funcdo chamada sort, que € implementada através das
fun(;c”)es recursivas iter merge, merge stack € merge list to stack. Em sequéncia, no
mesmo modulo, fungdes auxiliares e teoremas sdo definidos, provando que a implementacdo
de sort esta correta. Exemplos desse tipo de verificagdo sdo a fungdo auxiliar sortedstack
0 teorema sorted merge list to stack. ESSa separacdo entre a definicdo das funcdes e
das propriedades a serem provadas permite que o cddigo seja escrito de forma mais similar a
como seria escrito em uma linguagem funcional sem tipos dependentes.

O Coq possui um ambiente de desenvolvimento integrado, oferecendo uma interface

gréafica para a escrita de funcdes, teoremas, propriedades e demais trechos de cddigo. A Figura
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3 apresenta uma sessdo de uso desse ambiente para uma tentativa de se provar o teorema de

Fermat através do Coq.

Figura 3 — Ambiente de desenvolvimento integrado do Coq

File Edit Navigation Try Tactics Templates Queries Compile Windows Help

Q% +=2F &

@*Unnamed Buffer* HFermat.v‘ 1 subgeoal e
forall = v 2z ntnat, = *n+v " n=2:2 "n-=>

Fizpoint power (z n:nat) {struct n} : nat := n <= ¢

match nowith

| O =>1

| 8 m =>x * power ¥ m

end.
Notation "x # n" := (power z nj.

Theorem Fermat :

(forall x ¥ z n:nat, x*n+y"n = z®n -> n <= 2]
Proof .
Inducticon n.

Error: The reference Induction was not found
in the ocurrent environment

K] [ ]
Feady, proving Fermat Line: 13 char: 1| Coglde started
Fonte: The Cog Development Team (2015a).

2.5.3 Interpretador para uma linguagem com tipos dependentes

Nesse artigo, Loh, McBride e Swierstra (2010) apresentam uma introducdo a
implementacdo de sistemas de tipos com tipos dependentes, definindo e desenvolvendo uma
linguagem funcional com tipos dependentes.

Embora se trate de uma introducdo, o texto parte do pressuposto de que o leitor ja
possua algum conhecimento sobre teoria de tipos dependentes. Seu objetivo principal é
preencher uma lacuna entre a bibliografia atual, mais formal e mais focada em tedricos da
teoria dos tipos, e programadores interessados em linguagens funcionais.

Partindo da implementacdo de uma linguagem baseada no calculo Lambda
simplesmente tipado, 0s autores mostram que alteragbes sdo necessarias tanto na
especificacdo como na implementacdo para que se chegue a uma linguagem com tipos
dependentes. Além do artigo, os autores disponibilizam também o cddigo fonte de um
interpretador com o sistema de tipos e as regras de execucéo descritos no texto (LOH, 2009a).

Devido ao enfoque ser maior a fundamentacdo tedrica e a implementacdo que a

usabilidade da linguagem final, programas escritos na linguagem desenvolvida nesse artigo
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tendem a ser de dificil compreensdo. Por exemplo, no Quadro 18 se demonstra o cddigo

necessario para se concatenar dois vetores.

Quadro 18 — Trechos das definigdes padrdes do interpretador de Léh, McBride e Swierstra
let append =
(\ a -> vecElim a
(\ m ~ —> forall (n :: Nat) . Vec a n -> Vec a (plus m n))
(N v > v
(\m v vs rec n w -> Cons a (plus m n) v (rec n w)))
forall (a :: *) (m :: Nat) (v :: Vec am) (n :: Nat) (w :: Vec a n).
Vec a (plus m n)

Fonte: adaptado de L&h (2009b).

Além disso, novos tipos devem ser implementados diretamente no interpretador, em
Haskell, ou devem ser definidos com base em algum tipo ja pré-definido. Por exemplo, no
Quadro 19 demonstra-se a definicdo do tipo Boo1, realizada sobre o tipo rin 2, e a de
valores False € True, realizada com base nos nimeros naturais que ja estavam definidos. E
necessario também definir a forma como valores desse tipo sdo computados (voolE1im),

tomando como base func@es que ja estavam definidas, como se mostra no Quadro 20.

Quadro 19 - Definicdo do tipo Bool

-- type of booleans
let Bool = Fin 2

—-—- constructors
let False = FZero 1
let True = FSucc 1 (FZero 0)

Fonte: adaptado de L&h (2009b).

Devido a essas dificuldades no uso da linguagem desenvolvida para esse interpretador,
optou-se por manté-lo como trabalho correlato, por sua relevancia tedrica, mas preferiu-se ndo
implementar uma fungdo de ordenacdo para comparé-lo aos outros trabalhos. A comparacdo
sera feita, assim, através das outras caracteristicas apresentadas pelo trabalho.

Dado seu escopo reduzido, algumas das caracteristicas dos outros trabalhos correlatos
néo estdo presentes nesse interpretador. Em particular, ele ndo conta com uma interface semi-
interativa e um sistema de mddulos, como Agda e Cog possuem, e também ndo permite
executar cddigo escrito em outras linguagens, como Agda permite com Haskell, e Cog com as

linguagens para as quais ele extrai programas certificados.
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--— eliminator
let boolElim = ( \ m mf mt ->
finElim
( nat2Elim (\ n -> Fin n -> ¥*)
(\ _ => Unit) (\ _ -> Unit)
(\ x => m x)
(\ __ _ => Unit) )
( natlElim ( \ n -> natlElim (\ n -> Fin (Succ n) -> ¥*)
(\ -> Unit)
(\ x -> m x)
(\ __ _ => Unit)
n (FZero n))
Umf (\  ->10) )
(\'nf -> finElim
( \' n £ -> natlElim (\ n -> Fin (Succ n) -> *)
(\ -> Unit)
(\ x -> m x)
(\ __ _ => Unit)
n (FSucc n f) )
( natElim ( \ n -> natElim (\ n -> Fin (Succ (Succ n)) -> *)
(\ x -=> m x)
(\ __ _ => Unit)
n (FSucc (Succ n) (FZero n)) )
mt (\  ->10) )
(\n f -> finElim
(\ n £ -> natElim (\ n -> Fin (Succ (Succ n)) -> *)
(\ x -> m x)
(\ __ _ => Unit)
n (FSucc (Succ n) (FSucc n f)))
(\ -> U)
(\ -> U)
n f )
n f )
2)
forall (m :: Bool -> *) . m False -> m True -> forall (b :: Bool) . m b

Fonte: adaptado de L&éh (2009b).
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3 DESENVOLVIMENTO

As secdes a seguir descrevem o0s requisitos, a especificacdo, a implementacéo e a
operacionalidade do protétipo, abordando sucintamente as ferramentas utilizadas nas
respectivas etapas do processo. Ao fim, sdo mostrados os resultados obtidos com este
trabalho.

3.1 REQUISITOS PRINCIPAIS DO PROBLEMA A SER TRABALHADO

O provador interativo de teoremas é um interpretador de linha de comando para uma
linguagem formal em que € possivel a escrita de programas e teoremas de I6gica de primeira
ordem. Além da interacdo direta com o usudrio, esse interpretador deve também ser capaz de
processar 0s programas escritos nessa linguagem a partir da leitura de um arquivo texto.

A seguir sdo mostrados os Requisitos Funcionais (RF) e N&o Funcionais (RNF)
atendidos pelo prot6tipo, apresentados respectivamente no Quadro 21 e no Quadro 22.

Quadro 21 — Requisitos funcionais

Requisitos funcionais (RF)

RFO1: o provador interativo de teoremas devera possuir uma linguagem que permita a escrita de
programas e teoremas de légica de primeira ordem.

RF02: o provador interativo de teoremas devera permitir a execugdo interativa de programas
escritos nessa linguagem.

RFO03: o provador interativo de teoremas devera permitir a execugdo de programas escritos nessa
linguagem a partir da leitura de um arquivo texto.

RF04: o provador interativo de teoremas devera possuir um sistema de tipos capaz de validar os
programas e 0s teoremas de logica de primeira ordem.

Quadro 22 — Requisitos ndo funcionais
Requisitos ndo funcionais (RNF)
RNFO1: o provador interativo de teoremas deveré utilizar a teoria de tipos dependentes para o
desenvolvimento do sistema de tipos.
RNFO02: o provador interativo de teoremas devera ser implementado com a linguagem Haskell e 0
compilador Glasgow Haskell Compiler (GHC).
RNFO03: o provador interativo de teoremas devera ter testes automatizados implementados com a
ferramenta HUnit.
RNFO04: o provador interativo de teoremas devera ser implementado na lingua inglesa.

3.2 ESPECIFICACAO

Nesta secdo é apresentada a especificagdo do protétipo. Inicialmente, é detalhado o
caso de uso com o diagrama préprio para este fim da Unified Modeling Language (UML). Em
seguida, utiliza-se a notacdo Backus-Naur Form (BNF) para especificar a gramética da
linguagem usada no protétipo. Por fim, os tipos e suas relagdes séo descritos através de um

diagrama de classes também da UML.
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3.2.1 Caso de uso

O protétipo implementado atenderd a apenas um caso de uso (UC), Executar
interpretador, COM UmMa possivel extensdo, Executar interpretador a partir de

arquivo texto, conforme mostrado na Figura 4.

Figura 4 — Diagrama de caso de uso

UCO01 Executar
interpretador

<=zextend>>

Executar interpretador
a partir de
arguivo texto

Usuario

Esse caso de uso especificado no Quadro 23, descreve uma sessao de uso do prototipo.
No cenério principal, o usuério interage com interpretador através de uma linha de comando,
que executa cada comando digitado. No fluxo alternativo 01, descreve-se a utilizacdo do

interpretador com a extensdo Executar interpretador a partir de arquivo texto.

Quadro 23 — Detalhamento do caso de UsO Executar interpretador
UCO01 — Executar interpretador: permite a interagdo através do interpretador
Pré-condicoes Nenhuma.
Cenario principal 01) O usuério inicia a execugéo do interpretador.
02) O interpretador aguarda a entrada de uma linha de comando.
03) O usuério digita a linha de comando e pressiona a tecla Enter.
04) O interpretador executa o comando digitado.
05) Retorna para 0 passo 02.
Fluxo alternativo 01 | No passo 01, caso o usuario informe um arquivo de texto para ser
executado:
01.01) O interpretador executa 0s comandos presentes no arquivo.
01.02) O interpretador encerra a execucao.
Fluxo alternativo 02 | No passo 04 (ou 01.01 no fluxo alternativo 01), caso o usuario tenha
digitado um comando de impresséo (instru¢do print):
04.01) O interpretador mostra o resultado da execugéo da linha de
comando.
Fluxo alternativo 03 | No passo 04, caso o usuario digite o0 comando para sair (instrugao exit):
04.01) O interpretador encerra a execucao.
Excecdo 01 No passo 04 (ou 01.01 no fluxo alternativo 01), caso o usuério tenha
digitado uma linha de comando invaélida, é exibida uma mensagem
informando o erro detectado.
P6s-condicoes Nenhuma.

3.2.2  Especificacdo da gramatica

A linguagem do protétipo foi desenvolvida com base na especificacdo do Quadro 24,
escrita na notacdo BNF. Exemplos de codigo escritos nessa linguagem podem ser encontrados

no Apéndice A.
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Quadro 24 — Especificacdo da linguagem

<program>

<program-opt>

<comment>

<type>
<const-opt>
<const-list>
<const>
<cond-opt>

<function>
<func-id>
<func-def>
<func-list>
<func-impl>

<signature>
<sig-type>

<arg-opt>
<arg-list>
<arg>

<print>
<print-list>
<print-arg>

<expression>
<type-exp>

<exp-aux>
<exp-list>

<any-id>
<type-id>
<id>
<id-opt>

= <func-impl> | <func-impl> ; <func-list>

= <type-id> |

= print <print-list> .

= <any-id> <exp-aux>

= <uppercase-char> <id-opt>
= <lowercase-char> <id-opt>

¢ | <program-opt> <program>
<comment> | <type> | <function> | <print>

{- <text> -}

type <type-id> :
¢ | where <const-list>

<const> | <const> ; <const-list>

<id> <arg-opt> : <signature> <cond-opt>
e | | <type-exp>

<signature> <const-opt> .

func <func-id> <func-def> .
<id> : <signature> | <id> :
where <func-list>

<signature> ; <func-id>

<id> <arg-opt> = <expression>

<sig-type > | <sig-type> -> <signature>
( <type-exp> )

e | <arg-list>

<arg> | <arg> " " <arg-list>
<id> | ( <expression> ) | ( <type-exp> )

<print-arg> | <print-arg> ; <print-list>
<any-id> | ( <expression> )
<type-id> <exp-aux>

e | <exp-list>
<expression> | <expression> " " <exp-list>

<id> | <type-id>

¢ | <lowercase-char> <id-opt> | <uppercase-char> <id-opt>

Conforme especificam as regras definidas a partir de <program> € <program-opt>,

um programa é representado por zero ou mais construcées que podem ser formadas a partir de

<comment>, <type>, <function> OU <print>. Qualquer texto aparecendo entre os caracteres

{- e -} 6 um comentario (<comment>) € serd ignorado pelo interpretador.

Em seguida, <type> especifica como se da a definicdo de tipos. Utiliza-se a palavra-

chave type, seguida por um identificador de tipo (<type-id>), 0 simbolo dois-pontos, uma

assinatura (<signature>), a definicdo de construtores (<const-opt>) € 0 simbolo ponto. A

especificacdo de construtores para um tipo (<const-opt>) € opcional, podendo ser formada

pela palavra-chave where Seguida por uma lista de construtores (<const-1ist>). Essa lista é

formada por pelo menos um construtor (<const>), sendo que as definicdes de construtores

sdo separadas entre si pelo simbolo ponto-e-virgula. Cada construtor é definido por um

identificador (<id>), uma lista de argumentos (<arg-opt>), 0 Simbolo dois-pontos, uma

assinatura (<signature>) € uma restricdo (<cond-opt>) opcional. Caso se opte por utilizar
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uma restricdo, ela é dada pelo simbolo barra vertical e por uma expressao de tipo (<type-
exp>). O Quadro 25 ilustra uma definicdo de tipo sem construtores (void) e uma com dois

construtores (LessorEqual), Sendo que a segunda possui uma restricao.

Quadro 25 — Exemplos de defini¢fes de tipos

type Void : Type.

type LessOrEqual : Nat -> Nat -> Type where
lessZero zero vy : Nat -> Nat -> (LessOrEqual zero y);
lessSuc (suc x) (suc y) : Nat -> Nat -> (LessOrEqual (suc x) (suc vy))
| LessOrEqual x y.

A definicdo de fungdes (<function>) é similar a defini¢do de tipos. Comega-se com a
palavra-chave func, seguida por seus identificadores (<func-id>) e sua defini¢do (<func-
def>), finalizando com o simbolo ponto. Diferentemente da definicdo de tipos, que é feita de
forma individual, é possivel definir mais de uma fungdo ao mesmo tempo, necessario para 0s
casos de fungdes mutuamente recursivas. Assim, os identificadores que seguem a palavra-
chave func (<func-id>) sdo compostos por um identificador (<id>), o simbolo dois-pontos e
uma assinatura (<signature>). Quando se estiver definindo fun¢cdes mutuamente recursivas,
cada par identificador-assinatura é separado pelo simbolo ponto-e-virgula. Por sua vez, a
definicdo de funcdo (<func-def>) é dada pela palavra-chave where, seguida por uma lista de
implementacBes (<func-1ist>) separadas umas das outras pelo simbolo ponto-e-virgula.
Cada implementagdo (<func-imp1>) € dada pelo identificador da fungdo (<ia>), seus
argumentos (<arg-opt>), 0 simbolo igual e uma expressdo que serd executada quando a
funcdo for chamada (<expression>). O Quadro 26 mostra a definicdo de uma funcéo cuja
Unica implementacdo ndo possui argumentos (six) e de duas fun¢bes mutuamente recursivas

(isEven € isOdd).

Quadro 26 — Exemplos de defini¢bes de funcdes

func six : Nat where
six = suc (suc (suc (suc (suc (suc zero))))).

func is0Odd : Nat -> Bool; isEven : Nat -> Bool where

is0dd zero = false;
isEven zero = true;
i1s0dd (suc x) = 1isEven x;
isEven (suc x) = is0Odd x.

Comum as duas formas de definigdes esta o conceito de assinatura (<signature>).
Uma assinatura é uma lista composta por pelo menos um identificador de tipo (<type-id>)
Ou uma expressdo de tipo (<type-exp>), sendo que as varias ocorréncias sdo separadas pelo
simbolo ->. A assinatura representa o tipo de outro tipo, um construtor ou uma funcgéo, e

trabalha com o conceito de currying. Por exemplo, uma fungéo que verifique se um namero é
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par tem assinatura (ou tipo) Nat -> Bool, € uma funcdo que retorne o maior de trés nimeros
possui assinatura (ou tipo) Nat -> Nat -> Nat -> Nat.

Outra regra utilizada tanto na definicdo de tipos como de fungdes é a definicdo de
argumentos (<arg-opt>), que € opcional, podendo ser uma lista (<arg-1ist>), formada por
um ou mais argumentos (<arg>) separados por espagos. Esses argumentos, por sua vez,
podem ser um identificador (<id>), uma expressdo (<expression>) OU Uma expressédo de tipo
(<type—exp>).

A Ultima regra que pode ser utilizada na formacéo de um programa s&o os comandos
de impressédo (<print>). Quando se deseja que o interpretador imprima alguma coisa, utiliza-
se a palavra-chave print seguida por uma lista de expressdes (<print-1ist>), sendo que as
expressdes sao separadas entre si pelo simbolo ponto-e-virgula. Essas expressdes (<print-
arg>) podem ser formadas por um unico identificador (<any-id>) ou por expressdo composta
entre parénteses.

Além de expressdes (<expression>), existe uma regra especial de expressdes para
guando se espera obrigatoriamente por um tipo (<type-exp>), que difere das expressoes
convencionais por seu primeiro (e possivelmente (nico) identificador ser um identificador de
tipo (<type-id>) e ndo um identificador qualquer (<any-id>). Um identificador de tipo
(<type-id>) tem uma letra mailscula como primeiro caracter, enquanto um identificador

convencional (<id>) tem uma letra minuscula como primeiro caracter.

3.2.3  Diagrama de tipos

O diagrama de classes da UML ilustra a estrutura e a relagdo entre as classes de um
projeto. Apesar de Haskell ndo possuir classes e métodos no mesmo sentido que linguagens
orientadas a objetos possuem, é possivel utilizar esse diagrama para representar 0s tipos e suas
relacoes.

Os tipos definidos se assemelham a gramatica da linguagem, como mostra a Figura 5.
O tipo principal é o programa (program), que contéem uma colecdo de construcdes de nivel
superior (Toplevel), subdivididas em definicdes de tipo (Type), funcdo (Func), além de
comandos de impressdo (print) € de variaveis (var). Desses, 0 Unico tipo que ndo possui
uma relacdo direta com a especificacdo da linguagem é var, que é usado internamente no

interpretador para armazenar o valor de variaveis durante a execucdo de uma fungéo.



Figura 5 — Diagrama de classes
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Por sua vez, o tipo Type € formado por seu nome, uma assinatura (signature) € Uma
colecdo de construtores (Constructor). O tip0 Constructor também € similar a sua
representacdo na gramatica da linguagem e possui seu nome, argumentos (args), assinatura
(signature) € uma restricdo (constraint), que pode ser nula (NoConstraint) OU conter
uma expresséo (Expression).

De forma anéloga, 0 tipo Func possui uma colecdo de pares formados por um nome e
uma assinatura (signature). Diferentemente do tipo Type, que possui apenas um nome e uma
assinatura, runc necessita de uma lista para os casos em que se estdo definindo funcdes
mutualmente recursivas. Esse tipo também conta com uma lista de Lambda, que serve dois
propdsitos: representar as implementacdes de funcdes mutuamente recursivas e armazenar
implementacdes alternativas para uma mesma funcéo. Esse segundo cenario aparece quando
se utiliza o casamento de padrdes, caracteristica descrita no Apéndice A.

Compartilhados entre esses dois tipos estdo a assinatura (signature), representada por
uma colecdo de Typepef, € 0S argumentos (args), formados por uma lista de expressdes
(Expression).

Entre os tipos de nivel superior, print € var S80 mais simples, sendo compostos,
respectivamente, por uma lista de expressfes (Expression) € uma Unica expressdo. Essas
expressdes, que também sdo utilizadas por outros tipos, podem ser um identificador (Exp1d)

OU uUma expressao composta por outras expressoes (ExpList).

3.3 IMPLEMENTACAO

A seguir sdo mostradas as técnicas e ferramentas utilizadas para a implementacdo do
prototipo. Ao final desta secdo é exibida também a operacionalidade da implementacdo,

ilustrando uma sessao de uso tipica do provador interativo de teoremas.

3.3.1 Técnicas e ferramentas utilizadas

O prototipo foi implementado com a linguagem Haskell e o compilador GHC
(MARLOW, 2015), seguindo o paradigma da programacao funcional. Para a codificacdo foi
utilizado o editor de textos Emacs, devido a sua boa integracdo com as ferramentas de
desenvolvimento do Haskell.

Para o desenvolvimento do analisador sintatico, foi utilizada a biblioteca Parsec, uma
biblioteca de cddigo aberto desenvolvida especificamente para esse fim. Como mostram

O'Sullivan, Stewart, e Goerzen (2008), um de seus principais atrativos é concisdo, sendo
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possivel escrever analisadores sintaticos para linguagens relativamente complexas em poucas
linhas de codigo.

Com o fim de facilitar o processo de desenvolvimento, foram utilizadas também as
ferramentas: Cabal (THE CABAL DEVELOPMENT TEAM, 2015), responsavel por
gerenciar o projeto em Haskell e suas dependéncias; Haddock (MARLOW, 2014), para
realizar a documentacgdo do codigo fonte; e HUnit (HERINGTON, 2013), para automatizar o

processo de testes.

3.3.2  Desenvolvimento do protétipo

O desenvolvimento do protétipo foi dividido em duas etapas: na primeira foi
implementado o analisador sintatico da linguagem e na segunda, o sistema de tipos. A seguir,

sdo apresentados os trechos de cddigo mais significativos dessas etapas.

3.3.2.1 Implementacdo do analisador sintatico

Os analisadores léxico e sintatico foram unificados em um unico médulo do programa,
DependentTypes.Parser. Para seu desenvolvimento foi utilizada a biblioteca Parsec, que
permite a descricdo desses tipos de analisadores em uma notacdo proxima a utilizada na
especificacdo da gramatica. Por exemplo, o Quadro 27 mostra a funcdo responsavel por fazer
a analise de um construtor de um tipo, equivalente as regras do ndo-terminal <const> na
gramatica da linguagem. Pode-se fazer uma comparacdo entre como a regra foi escrita na
notacdo BNF, <const> ::= <id> <arg-opt> : <signature> <cond-opt>, € N0 cOdigo

em Haskell, chegando-se as equivaléncias do Quadro 28.

Quadro 27 — FUn¢do parseConstructor

parseConstructor :: Parser Constructor
parseConstructor = do

constructorId <- many letter

args <- parseArgs

char ':'

spaces

signature <- parseSignature

constraint <- parseConstraint

return $ Constructor constructorId args signature constraint

Quadro 28 — Equivaléncia entre BNF e Haskell (fungdo parseconstructor)

regra BNF trecho do codigo
<const> ::= parseConstructor = do
<id> constructorId <- many letter
<arg-opt> args <- parseArgs
: char ':'
<signature> signature <- parseSignature
<cond-opt> constraint <- parseConstraint

Outras fungdes apresentam equivaléncias entre o ndo-terminal e as respectivas regras

na notacdo BNF e o codigo em Haskell de forma similar. Outro exemplo pode ser visto na
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funcdo parseType, responsavel por analisar um <type>, dado por <type> ::= type <type-
id> : <signature> <const-opt>. O cddigo da funcdo e apresentado no Quadro 29 e a
equivaléncia com a regra na notacdo BNF é apresentada no Quadro 30. Algumas funcGes
adicionais sdo necessarias para que se ignorem caracteres de espaco, mas em geral as duas

ficam similares.

Quadro 29 — Fun¢ao parseType

parseType :: Parser Toplevel
parseType = do

string "type"

spaces

typeld <- many letter

spaces

char ':'

spaces

signature <- parseSignature

constructors <- parseConstructors

return $ Type typeld signature constructors

Quadro 30 - Equivaléncia entre BNF e Haskell (fun¢do parseType)

regra BNF trecho de cédigo
<type> ::= parseType = do
type string "type"
<type-id> typeld <- many letter
: char ':'
<signature> signature <- parseSignature
<constructors> constructors <- parseConstructors

Outras partes do interpretador usam 0 mAdulo pependentTypes.Parser por meio da
fungdo parser, que recebe o programa como uma string € retorna um valor do tipo Either
ParseError Program. ASSIM, a0 se chamar essa fungdo, o resultado pode ser um erro na
anélise gramatical, representado por um valor do tipo parsekrror, definido pela biblioteca
Parsec, ou um valor do tipo program, explicado na secdo em que se mostra o diagrama de

tipos (secdo 3.2.3).

3.3.2.2 Implementagéo do analisador semantico

O analisador semantico, em conjunto com o sistema de tipos, € implementado no
mMOdulo DependentTypes.Semantic. Suas principais funcdes utilizadas pelo restante do
interpretador sdo nullknv, responsavel por criar uma tabela de variaveis vazia, e
evalProgram, responsavel por executar um programa.

Como mostra 0 Quadro 31, a fungdo evalProgram recebe trés pardmetros: uma acgéo,
uma tabela de varidveis e um programa. A acdo € um comando que sera executado quando
algum valor tiver de ser impresso. Embora o padrdo seja imprimir esses valores em tela, a
possibilidade de utilizar uma acédo alternativa facilitou o desenvolvimento de algumas partes

dos testes automatizados. A tabela de varidveis € a mesma retornada pela funcéo nulienv.
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Conforme o programa é executado, ela deixa de ser uma tabela vazia e passa a ter associa¢oes
entre nomes e tipos ou fungdes. Por fim, o programa € um valor do tipo Program conforme ele

é retornado da fun(;éo parse do médulo DependentTypes.Parser.

Quadﬂ)3l—-FungﬁeSevalProqrmneevalToplevel
-- | Evaluates a gramatically valid program.
evalProgram :: (String -> IO ()) -> Env -> Program -> IO ()
evalProgram action env (Program ts) = forM ts $ evalToplevel action env

-— | Evaluates a toplevel construct.
evalToplevel :: (String -> IO ()) -> Env -> Toplevel -> IO ()
evalToplevel action env tQ(Type name sig cons) = do
checkTypeSignature env name sig
modifyIORef env (name "Map.insert  t)
forM cons $ \c@(Constructor consName _ sig ) -> do
checkConsSignature env consName sig
modifyIORef env (consName “Map.insert' t)

evalToplevel action env f@ (Func ss lambdas) = do
checkFuncSignature env ss
forM ss S \s@ (name, ) —-> modifyIORef env (name "Map.insert' Func [s] lambdas)
checkFuncLambdas env ss lambdas

evalToplevel action env print@(Print exp) = do

e <- readIORef env
evalExp <- forM exp $ evalExpression e
action $ showExpressions evalExp

A execucdo de um programa €, na verdade, a execucdo de cada uma de suas
construcdes de nivel superior. Assim, na préatica, a funcdo evalprogram apenas delega a
execucdo dessas construgdes para a fungdo evalToplevel, que utiliza casamento de padrdes
para executar trechos de codigo diferentes dependendo se a construcdo sendo executada é a
definicdo de um tipo, de uma fun¢do ou um comando de impressao.

Os casos para as definigdes seguem um formato similar, tanto para tipos como para
funcbes. Primeiro verifica-se a validade das definicbes em funcbes como
checkTypeSignature € checkFuncSignature €, entdo, atualiza-se a tabela de variaveis, com
base na fungéo modi fyToRref, adicionando as defini¢des realizadas.

Embora sejam funcbes diferentes, a maioria das verificagdes chegam a funcéo
isTypeAssignable, ue recebe a tabela de variaveis, uma lista de expressfes e uma lista de
expressdes de tipo, como mostra o Quadro 32. Ela é responsavel por verificar se as expressoes
passadas como argumento casam com as expressdes de tipo.

Quando a construcao sendo executada € um comando de impressdo, chama-se a fungéo
tryEvalExpression. COmo mostra o Quadro 33, faz-se uma verificagdo adicional durante a
execucdo, por meio da fungdo checkInferredTypes, € entdo executam-se as expressoes de
forma recursiva. Por exemplo, ao se executar a expressao add (suc six) seven, Primeiro se
executa six. Depois, com o resultado da execugdo anterior, executa-se suc six. Entéo,

executa-se seven. Por fim, executa-se a fungéo add com os resultados obtidos.
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Quadﬂ)BZAfFUHQGESisValidTypee<isTypeAssignable
-- | Checks if a type name refers to an existing type with the same arity.
isValidType :: Map String Toplevel -> TypeDef -> Bool
isValidType m (Typeld name) =
case name "Map.lookup ™ m of
Just (Type n (Signature [x]) ) -> n == name
-> isAsciilower (head name)

isValidType m (DepType name es) =
case name "Map.lookup ™ m of
Just (Type n (Signature ts) ) -> n == name && isDepTypeAssignable m es ts
_ -> isAsciilLower (head name)
—— | Checks if a list of expressions is assignable to a list of types.
isTypeAssignable :: Map String Toplevel -> [Expression] -> [TypeDef] -> Bool
isTypeAssignable m [] [] = False
isTypeAssignable m [ExpId expId] [Typeld typeld] =
case expld "Map.lookup® m of

Just (Type typeName _ cons) -> typeName == typeld || isAsciilower
(head typeld)

Just (Func [(_, (Signature ss))] ) —> last ss == Typeld typeld ||
isAsciilower (head typeId)

Just (Var ) -> True

Nothing -> True

isTypeAssignable m [ExpId expId] [DepType typeld ] =
case expld "Map.lookup® m of

Just (Type typeName  cons) -> typeName == typeld
Just (Func [(_ , (Signature ss))] ) -> isValidSignature (last ss)
Just (Var ) -> True
Nothing -> True

where
isValidSignature (DepType depType ) = depType == typeld
isValidSignature (Typeld typeName) = typeName == typeld

isTypeAssignable m (expHead@ (ExpId expld) :expTail) ts =

1 + length expTail == length ts &&

isTypeAssignable m [expHead] [ (last ts)] &&

(all (==True) $ zipWith isTypeAssignable' expTail ts)

where

isTypeAssignable' exp@ (ExpId explId) t = isTypeAssignable m [exp] [t]
isTypeAssignable' (ExpList (expHead:expTail)) t = isTypeAssignable m
[expHead] [t]

Quadﬂ)33—-FunQéOtryEvalExpression

-- | Tries to evaluate an expression.

tryEvalExpression :: Map String Toplevel -> Expression -> Either String
Expression
tryEvalExpression e exp@ (ExpId expId) = do

newEnv <- checkInferredTypes e [exp]
newEnv <- return (e "Map.union  newEnv)
if undefinedId newEnv [] (Args []) expIld
then Left $ expId ++ ": undefined symbol"
else case checkIdEnv newEnv expId of
Right () -> evalld newEnv expId
Left _ -> Left $ expId ++ ": invalid arguments"
tryEvalExpression e (ExpList [exp]) = tryEvalExpression e exp
tryEvalExpression e exp@ (ExpList ((ExpId expIld):expTail)) = do
newkEnv <- checkInferredTypes e [exp]
newEnv <- return (e "Map.union  newEnv)
if expId ‘elem’ keywords
then tryEvalKeyword newEnv exp
else case forM expTail $ tryEvalExpression newEnv of
Right expArgs -> case checkCallEnv newEnv $ (Expld expld) :expArgs of

Right () -> evallist newEnv $ (ExpId expIld) :expArgs
Left err -> Left $ err ++ ": invalid arguments"
Left name -> Left name

Por fim, a funcdo checkInferredTypes infere o tipo das expressdes sendo executadas

e verifica se sdo validos no contexto em que se encontram. Por exemplo, considerando que
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exista uma funcdo add, que some dois nimeros naturais, e uma funcao not, que retorne um
valor do tipo Bool, a0 Se tentar executar add (not true) =zero, a inferéncia de tipos
detectara que se esta tentando somar um valor booleano e retornard um erro. Essa verificacao
é delegada principalmente para a fun¢do bindTypevars, mostrada no Quadro 34.

Essa fungdo mantém uma tabela paralela a tabela de variaveis principal do
interpretador, em que sdo mantidos os tipos de valores ja inferidos durante a execugdo de uma
expressao. Caso se chegue a tipos incompativeis, é retornada uma mensagem de erro com 0

nome da expressdo em que se encontrou o problema.

Quadro 34 - Fun¢do nindTypevars
bindTypeVars binds (Typeld typeld, ExpId expld) =
case typeld "Map.lookup  binds of
Just (Var (ExpId expBind)) -> if (expId "Map.lookup env) == (expBind
"Map.lookup® env)

then return binds
else Left expIld
-> if isAsciilower $ head typeld
then return (typeId "Map.insert® (Var (ExpId

expId)) $ binds)
else return binds
bindTypeVars binds (DepType name typeExp, ExpList exp@((ExpId expld):expTail)) =
case expressionSignature expld of
Just (Typeld typeld) -> return binds
Just (DepType expName expTypeExp) -> compareTypeExp binds typeExp expTypeExp
_ -> return binds
bindTypeVars binds (DepType name typeExp, ExpId expId) =
case expressionSignature expIld of
Just (Typeld typeld) -> return binds
Just (DepType expName expTypeExp) -> compareTypeExp binds typeExp expTypeExp
. -> return binds
bindTypeVars binds (t, e) = return binds

3.3.3  Operacionalidade da implementacao

Conforme apresentado na definigdo do caso de uso, existem duas formas pelas quais o
usuario pode utilizar o prototipo desenvolvido neste trabalho. Inicialmente, o usuario pode
executar o programa, sem nenhum parametro adicional, e assim iniciar uma sessdo interativa
conforme o caso de uso descrito no Quadro 23. Fazendo isso, 0 usuario se deparara com uma
curta mensagem contendo a versdo do programa e um prompt aguardando sua entrada, como

mostra 0 Quadro 35.

Quadro 35 - Inicio de uma sessdo interativa

$ dt-cli
dependent-types v0.1.0.0

>>>

O usuério pode, entdo, comecar a digitar comandos na linguagem descrita neste
trabalho. Caso o comando atual seja muito grande, o usuario pode continuar a escrevé-lo na
proxima linha pressionando a tecla enter. O prompt mudara de texto, para indicar que essa

nova linha é uma continuagcdo do comando anterior, € ndo um novo comando. O Quadro 36
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ilustra essa possibilidade mostrando a defini¢cdo de um tipo Boo1 em trés linhas. Quando se
chega ao ponto-final, o interpretador executa 0 comando que foi escrito e o prompt volta a seu

formato inicial.

Quadro 36 - Entrada de um comando longo

$ dt-cli
dependent-types v0.1.0.0

>>> type Bool : Type where
true : Bool;
false : Bool.

>>>

A néo ser que haja algum erro, comandos para a definicdo de funcbes e tipos néo
imprimem nada na tela sendo uma nova linha do prompt. Caso o0 usuario queira executar uma
expressao e ver seu resultado, ele deve utilizar um comando de impressdo. O Quadro 37
continua a sessdo anterior, definindo uma fungdo e mostrando o resultado de um comando

print que a utiliza.

Quadro 37 - Uso do comando de impressdo

$ dt-cli
dependent-types v0.1.0.0

>>> type Bool : Type where
true : Bool;
false : Bool.
>>> func not : Bool -> Bool where

not true = false;
not false = true.
>>> print (not false).

true.
>>>

Em casos de erros, independentemente do tipo de comando utilizado, o interpretador
mostra uma mensagem contendo o simbolo em que foi encontrado um erro e uma mensagem
indicando qual foi o problema. Por exemplo, o Quadro 38 mostra um erro ao se tentar
imprimir uma expressdo sintaticamente incorreta e outro erro ao se tentar definir uma fungao
para um tipo que ainda ndo foi definido. Finalmente, o usuario pode digitar exit. para
encerrar uma sessao interativa e voltar ao prompt de seu sistema operacional.

Uma forma alternativa de se utilizar o interpretador desenvolvido € através de
arquivos, conforme a extensdo do caso de uso descrito no Quadro 23. Para tanto, 0 usuario
escreve 0s comandos que quer executar em um arquivo de texto e, ao executar o interpretador,
passa 0 nome desse arquivo como parametro. Ao fazer isso, o interpretador executara os
comandos de forma similar a como 0s executa em uma sessao interativa: comandos para a
definicdo de tipos e funcbes ndo imprimirdo nada na tela, somente comandos de impresséo.
Como exemplo, o contetdo do Quadro 39 foi gravado em um arquivo chamado exemplo.dt €

sua execucdo é demonstrada no Quadro 40.
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Quadro 38 - Erros de execucao

$ dt-cli
dependent-types v0.1.0.0

>>> type Bool : Type where
true : Bool;
false : Bool.
>>> func not : Bool -> Bool where

not true = false;
not false = true.
>>> print (not false).

true.

>>> print (not (true).

(line 1, column 18):

unexpected "."

expecting space or ")"

>>> func addOne : Nat -> Nat where

addOne x = suc Xx.
Nat: undefined type.
>>> exit.

$

Quadro 39 - Arquivo exemplo.dt

type Nat : Type where
zero : Nat;
suc : Nat -> Nat.

func add : Nat -> Nat -> Nat where
add zero y v
add x Zero X7
add (suc x) y suc (add x y).

print (add (suc (suc zero)) (suc (suc (suc zero)))).

Quadro 40 - Execucdo do arquivo exemplo.dt

$ dt-cli exemplo.dt
(suc (suc (suc (suc (suc zero))))).
$

Um ponto em que as duas formas de execucao diferem é em relacdo ao tratamento de
erros. Em ambos os casos, uma mensagem de erro sera impressa. Porém, em uma sessdo
interativa, o usuario pode digitar novos comandos, enguanto na execucdo de um arquivo, o
interpretador encerra sua execucgao ao encontrar 0 primeiro erro.

Outros exemplos de comandos e a descricdo da linguagem desenvolvida para este
prototipo podem ser encontrados na secdo 3.2.2 e no Apéndice A.

3.4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Os resultados obtidos atingiram 0s objetivos propostos, pois por meio do interpretador
desenvolvido podem-se criar programas na linguagem especificada e té-los executados e
validados pela teoria dos tipos dependentes. Desta forma, um programador pode escrever uma
funcdo como pairadd, apresentada no Quadro 41 e melhor detalhada no Apéndice A, e 0
sistema de tipos validara que ela esta sempre sendo chamada corretamente, com duas listas de

mesmo tamanho. Isso permite que o programador tenha algumas de suas suposi¢des sobre o
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programa Vvalidadas pelo interpretador, reduzindo o numero de verificacbes que precisa

escrever manualmente.

Quadro 41 — Fun¢ao pairadd

func pairAdd : (List n Nat) -> (List n Nat) -> (List n Nat) where
pairAdd nil nil = nil;
pairAdd (cons x xs) (cons y ys) = cons (add x y) (pairAdd xs ys).

Para matematicos, a utilizacdo da teoria de tipos dependentes permite a validacéo de
teoremas de logica de predicados construtiva, conforme a equivaléncia de Howard-Curry
(SYRENSEN; URZYCZYN, 2006). Dessa forma, um teorema pode ser codificado através da
definicdo de um tipo. Caso seja possivel construir um objeto desse tipo, o teorema € valido, e
essa construcdo serve como uma prova. Por exemplo, o Quadro 42 define dois tipos, Even €

0dd, € prova que a soma de dois nimeros impares é par por meio da fun¢do sumofodd.

Quadro 42 — Prova que a soma de dois nimeros impares é par
type Nat : Type where
zero : Nat;
suc : Nat -> Nat.

func add : Nat -> Nat -> Nat where
add x zero = x;
add zero y = vy;
add (suc x) y = suc (add x y).

type Even : Nat -> Type where
evenzZero : (Even zero);
evenSuc : (Even n) -> (Even (suc (suc n))).

type O0dd : Nat -> Type where
oddOne : (0dd (suc zero));
oddSuc : (0dd n) -> (0dd (suc (suc n))).

func sumOfOdd : (O0dd n) -> (O0dd m) -> (Even (add n m)) where
sumOfO0dd oddOne oddOne = evensSuc evenzero;
sumOf0dd oddOne (oddSuc vy) evenSuc (sumOfOdd oddOne vy);
sumOfO0dd (oddSuc x) oddOne evenSuc (sumOfOdd x oddOne) .

Uma limitacdo do uso da légica de predicados construtiva é a necessidade da
construcdo de um objeto matematico para provar sua existéncia. Sendo assim, ndo € possivel
desenvolver uma prova por contradicdo, por exemplo, pois ela ndo culmina na construcdo de
um desses objetos.

Em comparagdo aos trabalhos correlatos, o prototipo desenvolvido difere
significativamente de todos eles. Com relacdo a Agda, a linguagem deste trabalho é mais
simples, ndo possuindo meios de se interagir com outras linguagens, uma interface interativa e
um sistema de méddulos. Comparando-se a Coq, 0s mesmos pontos podem ser levantados,
além de Coq utilizar o célculo de construcdes e ndo sé a teoria de tipos dependentes. Por fim,
diferentemente do trabalho de L6h, McBride e Swierstra (2010), é possivel definir novos tipos
sem que seja necessario se basear em um tipo ja existente. Além disso, o interpretador

desenvolvido é o tnico que se foca principalmente em programadores com pouco contato com
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tipos dependentes. O Quadro 43 mostra essas diferencas em um formato de mais fécil

visualizacao.
Quadro 43 — Comparativo entre os trabalhos correlatos e o prot6tipo desenvolvido
Loh,
Agda Coq gc\f iErrsI?fa’l protétipo
(2010)

permite a definicdo de novos tipos sim sim ndo sim
permite a interacdo com outras linguagens sim sim ndo ndo
possui foco em programadores com pouco x N x .

. nao ndo nao sim
contato com tipos dependentes
possui interface interativa sim sim ndo ndo
possui sistema de modulos sim sim ndo ndo
utiliza a teoria de tipos dependentes sim nédo sim sim

Por Gltimo, pode-se comparar a implementacdo de um algoritmo de ordenagdo nas
linguagens Agda, Coq e a linguagem desenvolvida para este trabalho. Os codigos encontram-
se, respectivamente, nos Quadro 15, Quadro 17 e Quadro 51. Para facilitar a comparacéo,
esses quadros sdo repetidos como Quadro 44, Quadro 45 e Quadro 46. Como justificado na
secdo 2.5.3, optou-se por ndo implementar um algoritmo de ordenagdo na linguagem do
trabalho de L6h, McBride e Swierstra (2010) devido as dificuldades de se utiliza-la.

Entre eles, o que se mostrou mais legivel foi o desenvolvido em Cog, dada a
possibilidade de se escreverem as provas separadas da funcdo em si. Tanto em Agda como na
linguagem deste trabalho, ha uma complexidade maior, pois a prova deve ser codificada pelos
proprios tipos e funcbes, fazendo com que haja a necessidade de alguns argumentos
adicionais. Agda reduz esse problema permitindo a definicdo de argumentos implicitos,
caracteristica ndo presente na linguagem deste trabalho. Isso elimina a necessidade de usar
alguns argumentos quando a funcdo é chamada, desde que eles possam ser inferidos pelo
contexto. Porém, ainda que isso simplifique a chamada da funcdo, a definicdo da funcéo

continua necessitando de mais argumentos de que seria necessario em outras linguagens.
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data 1XT : Set where
T L : LXT
[J: X - LXT

data <7 : Rel LXT where

1< : Vo {x} - 1L £7 x

< T cV {x} - x < T

<-lift : Vixyl o x<y-[x]=<"1Tvl
data OList (1 u : 1XT) : Set where

nil : 1 <" u - OList 1 u

cons : V x (xs : OList [ x Ju) -1 <" [x] - OList 1 u

insert : V {1 u} x - OList 1 u-1<"[x]-[x] <" u- OList 1 u

insert y (nil ) 1<y ySu = cons y (nil y<u) 1<y
insert y (cons x xs 1<x) 1<y y<u with y £? x
insert y (cons x xs 1<x) 1<y y<u | left y<x = cons y
(cons x xs (S-1lift y<x)) 1<y
insert y (cons x xs 1<x) 1<y y<u | right y>x =
cons x (insert y xs ([ <-1lift , (A y£x — absurd (y>x y<x)) ]

(total x y)) y<u) 1<x

isort : List X - OList L T
isort = foldr (A X Xs - insert x xs 1<° <°T) (nil 1<7)

Fonte: adaptado de Mazzoli (2013).
Quadro 45 — Trechos do médulo coq.sorting.Mergesort em Coqg

Fixpoint merge list to stack stack 1 :=
match stack with
| [1 => [Some 1]

| None :: stack” => Some 1 :: stack’
| Some 1° :: stack” => None :: merge list to stack stack’ (merge 1~ 1)
end.

Fixpoint merge stack stack :=
match stack with
[ 11 => 1]
| None :: stack” => merge stack stack’
| Some 1 :: stack’” => merge 1 (merge stack stack’)
end.

Fixpoint iter merge stack 1 :=
match 1 with
| [1 => merge stack stack

| a::1” => iter merge (merge list to stack stack [a]) 1~
end.
Definition sort := iter merge [].

Fixpoint SortedStack stack :=
match stack with

| [] => True
| None :: stack’” => SortedStack stack’
| Some 1 :: stack’” => Sorted 1 /\ SortedStack stack’
end.
Theorem Sorted merge list to stack : forall stack 1,

SortedStack stack -> Sorted 1 -> SortedStack (merge list to stack stack 1).

Fonte: adaptado de The Coq Development Team (2015b).
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type LessOrEqual : Nat -> Nat -> Type where

lessZero zero vy : Nat -> Nat -> (LessOrEqual zero vy);

lessSuc (suc x) (suc y) : Nat -> Nat -> (LessOrEqual (suc x) (suc y)) |
LessOrEqual x y.

type Bounded : Type where
lowerBound : Bounded;
upperBound : Bounded;
bounded : Nat -> Bounded.

{- A lifted version of LessOrEqual with total ordering. -}
type BLessOrEqual : Bounded -> Bounded -> Type where

bLessLower lowerBound vy : Bounded -> Bounded ->
(BLessOrEqual lowerBound vy);

bLessUpper x upperBound : Bounded -> Bounded ->
(BLessOrEqual x upperBound) ;

bLessLift (bounded x) (bounded y) : Bounded -> Bounded ->

(BLessOrEqual (bounded x) (bounded y)) |
LessOrEqual x vy.

type OList : Bounded -> Bounded -> Type where
onil : (BLessOrEqual 1 u) -> (OList 1 u);
ocons x xs : Nat -> (OList (bounded x) u) -> (BLessOrEqual 1 (bounded x)) ->
(OList 1 u).

func tolList : (OList 1 u) -> (List n Nat) where
toList (onil z) = nil;
tolList (ocons X Xs z) = cons x (toList xs).

func insert : Nat ->
(OList 1 u) ->
(BLessOrEqual 1 (bounded x)
(BLessOrEqual (bounded x) u) ->
(OList 1 u) where

insert x

(onil z)
(BLessOrEqual 1 (bounded x))
(BLessOrEqual (bounded x) u) = ocons x

(onil (BLessOrEqual (bounded x)
(BLessOrEqual 1 (bounded x));

insert x
(ocons y ys (BLessOrEqual 1 vy))
(BLessOrEqual 1 (bounded x))
(BLessOrEqual (bounded x) u) =

match (LessOrEqual (suc x) (suc vy))
(ocons x
(ocons y ys (BLessOrEqual (bounded x) (bounded vy)))
(BLessOrEqual 1 (bounded x)))
(ocons y
(insert x ys (BLessOrEqual (bounded y) (bounded x))
(BLessOrEqual (bounded x) u))
(BLessOrEqual 1 (bounded vy))).

u))
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4 CONCLUSOES

No inicio do trabalho, elencou-se como objetivo criar um provador interativo de
teoremas. De forma mais detalhada, objetivava-se especificar uma linguagem, seu sistema de
tipos e implementar um interpretador capaz de validar e executar 0s programas escritos nessa
linguagem. Ao término, pode-se verificar que todos 0s objetivos propostos foram alcancados.

Considerando como publico-alvo os programadores, a possibilidade de escrever seus
programas nessa linguagem e té-los verificados por regras de validacdo mais restritas foi
alcancada. No entanto, o0 uso da teoria de tipos também mostrou alguns inconvenientes. Em
particular, devido a necessidade de codificar as provas nos proprios tipos e fungdes, muitas
vezes eles se tornam mais complexos do que seriam em uma linguagem sem tipos
dependentes. Um sistema de provas em que elas possam ser escritas a parte da funcédo em si,
como no caso de Coq, provavelmente seria mais vantajoso.

Para matematicos, permitiu-se a escrita de teoremas de ldgica de predicados
construtiva. Para isso, 0 teorema que se deseja provar deve ser codificado como um tipo e a
construcdo de um valor desse tipo cumpre o papel de uma prova. Porém, a ldgica construtiva
também possui suas limitagdes. Devido a necessidade de se construir um objeto ldgico para
que se considere uma prova como valida, outros tipos de prova, tal como a prova por
contradicdo, ndo sdo considerados validos dentro desse contexto.

A escolha de ferramentas para o desenvolvimento do trabalho foi bem acertada. A
linguagem Haskell mostrou-se bastante expressiva, permitindo a escrita do interpretador em
poucas linhas de codigo, e ndao houve problemas com a implementacdo escolhida (o
compilador GHC). A escolha de linguagem também possibilitou a utilizacdo da biblioteca
Parsec, que permitiu a escrita do analisador sintatico de maneira sucinta e muito proxima a
notacdo utilizada na especificacdo da gramatica. A ferramenta Cabal foi Util no gerenciamento
do projeto, instalando as dependéncias necessarias e facilitando o processo de compilar, testar
e executar o interpretador. A utilizacdo do HUnit também foi um facilitador, automatizando o
processo de testes, fazendo com que ndo fosse necessario executar diversos casos de testes
para cada alteracéo feita no protétipo.

A Unica ferramenta que néo teve grande impacto durante a elaboracao do trabalho foi o
Haddock, utilizada para a documentacdo. Embora os médulos e as fungdes tenham sido
documentados segundo sua notacdo sem problemas, ndo houve utilidade pratica para a
documentacdo gerada a partir delas. No entanto, espera-se que seja Util no desenvolvimento

de extensdes para este trabalho.
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4.1 EXTENSOES

Embora o trabalho tenha atingido seu objetivo, existem possibilidades de aprimora-lo e

incrementa-lo, sendo elas:

a)

b)
c)

d)

desenvolver uma interface gréfica ou um modo interativo, como Agda
disponibiliza para Emacs;

acrescentar um sistema de modulos para a linguagem desenvolvida;

extrair o codigo fonte para outras linguagens ja existentes, como Coq consegue
fazer para OCaml, por exemplo;

utilizar a linguagem deste trabalho para desenvolver programas certificados,
conforme descreve Chlipala (2013);

possibilitar a geracdo de executaveis através de um compilador em vez de utilizar

sempre o interpretador.
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APENDICE A — Exemplo de cédigo escrito na linguagem do protétipo

A seguir, apresentam-se exemplos de cddigo escritos na linguagem desenvolvida para
0 protétipo. O Quadro 47 mostra algumas operagdes simples, como a definicdo de tipos e
constantes. Comega-se com um comentario, um texto escrito entre os caracteres {- e -}. Em
seguida, define-se um tipo simples chamado Boo1, cuja assinatura é Type € que possui dois
construtores, true € false. POr sua vez, esses construtores possuem assinatura Bool1l.

Depois, define-se outro tipo, nat, também com assinatura Type € com construtores
zero € suc. Diferentemente do tipo Boo1, que pode ser construido com qualquer uma das
duas constantes true OU false, Nat SO pode ser construido com base na constante zero. O
construtor suc, cuja assinatura € Nat -> Nat, € utilizado para construir o sucessor de outro
valor do tipo nat. Assim, 0s nimeros naturais podem ser representados indutivamente através
de zero, suc zero, suc (suc zero) € assim por diante.

Entdo, é criada uma funcdo chamada six, cuja assinatura é nat. Como essa fun¢éo nao
aceita argumentos e retorna sempre o mesmo valor, ela pode ser compreendida como uma
constante. Da mesma forma, a funcdo definida posteriormente, seven, também pode ser
compreendida como constante.

Por fim, utilizam-se dois comandos de impressdo. O primeiro imprime as constantes
definidas para o tipo Boo1 e 0 segundo imprime o valor das constantes six e seven, definidas

com base no tipo Nat.

Quadro 47 — Definigdes de tipos e constantes
{- Uma forma como booleanos podem ser descritos. -}
type Bool : Type where
true : Bool;
false : Bool.

{- Uma forma como numeros naturais podem ser descritos. -}
type Nat : Type where

zero : Nat;

suc : Nat -> Nat.

{- Definicdo da funcdo six, que é uma constante. -}
func six : Nat where

six = suc (suc (suc (suc (suc (suc zero))))).
{- Definicdo da funcdo seven, que também é uma constante. -}
func seven : Nat where

seven = suc six.

print true; false.
print six; seven.

Conforme exibe o Quadro 48, fungbes com argumentos séo definidas de forma similar
as constantes do quadro anterior. Quando se define uma funcdo que aceita argumentos, sua

assinatura passa a ser composta, como é o caso da fungdo not, cuja assinatura é Bool ->
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Bool. Isso significa que esta funcdo aceita um argumento do tipo Bool e retorna um valor
também do tipo Boo1.

Outra caracteristica da linguagem é o uso de casamento de padrdes. Ao se definir uma
funcéo, podem-se estipular diferentes padroes que funcionam de forma similar a condicionais.
Assim, quando a fun¢do not for chamada com true como parametro, o resultado sera failse.
De forma similar, quando not for chamada com fa1se, 0 resultado sera true.

Processo similar é realizado quando a funcdo add é chamada. Quando o segundo
argumento € zero, € chamada a primeira implementacdo. Da mesma forma, quando o
primeiro argumento é zero, € chamada a segunda implementacdo. Por fim, se nenhuma das
possibilidades anteriores for verdade, aplica-se o terceiro caso.

No Quadro 48 também € apresentado um exemplo de fun¢fes mutuamente recursivas,
isodd e isEven. A defini¢do desse tipo de fungdo ndo é muito diferente das demais funcdes,
SO € necessario que o nome e a assinatura dessas funcdes sejam especificados em conjunto,

separados pelo simbolo ponto-e-virgula.

Quadro 48 — Definigdes de fungbes com argumentos
{- Definicdo da funcé&o negacdo. -}
func not : Bool -> Bool where
not true = false;
not false = true.

{- Definicdo da funcdo soma. -}
func add : Nat -> Nat -> Nat where
add x Zero X;
add zero y Vs
add (suc x) y suc (add x y).

{- Definicdo de func¢des mutuamente recursivas. -}
func isOdd : Nat -> Bool; isEven : Nat -> Bool where

is0Odd zero = false;
isEven zero = true;
is0Odd (suc x) = isEven x;
isEven (suc x) = 1s0dd x.

Tanto na terceira implementacdo da funcdo add como nas ultimas implementagdes das
fungdes isodd e isEven € utilizada mais uma caracteristica da linguagem, a desconstrugdo de
argumentos. Quando um argumento é especificado com um construtor que, por sua vez,
também recebe argumentos, a associacdo de varidveis desconsidera a parte comum a
especificacdo do argumento e ao valor passado como argumento. Por exemplo, caso se chame
isodd com 0 valor suc (suc (suc zero)), detecta-se que 0 argumento suc x também
comecga com suc, elimina-se esse primeiro suc do valor, e atribui-se apenas suc (suc zero)

para o valor de x. O Quadro 49 ilustra o processo com alguns valores.



Quadro 49 — Desconstrugéo de argumentos

defini¢cdo do argumento

valor do argumento

valor de x
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suc x suc zero zZero
suc x suc (suc zero) suc zero
suc x suc (suc (suc zero)) suc (suc zero)

Posteriormente, no Quadro 50, define-se o tipo rist. Diferentemente dos exemplos
anteriores, sua assinatura é composta. Assim, para se especificar um valor do tipo nist, é
necessario também especificar um ndmero natural (seu tamanho) e o tipo dos elementos que
compdem essa lista. Por exemplo, List zero Bool representa uma lista de valores do tipo
Bool Vazia, enquanto List (suc zero) Nat representa uma lista com apenas um elemento
do tipo Nat.

Esse tipo pode ser construido com base na lista vazia, representada por nil e cujo
tamanho indicado na assinatura é zero. Para inserir elementos em uma lista, utiliza-se o
construtor cons, que recebe um elemento e uma lista j& existente como argumentos e retorna
uma lista com um elemento a mais. Isso é representado na assinatura do construtor atraves da
variavel n. A lista utilizada como argumento possui um tamanho qualquer, n, e a lista
retornada possui tamanho suc n.

A funcdo pairadd demonstra uma das vantagens de se utilizar tipos dependentes.
Como o tamanho de uma lista é armazenado como parte de seu tipo, o préprio sistema de
tipos é capaz de validar se a funcdo esta sendo chamada com os argumentos corretos, isso €,
com duas listas de mesmo tamanho. Em linguagens sem tipos dependentes, essa verificagdo
teria de ser feita manualmente pelo programador. Além disso, o sistema de tipos também
verifica se as listas passadas como argumentos contém elementos do tipo Nat, embora essa
ultima validacdo também seja realizada em sistemas de tipos sem tipos dependentes, mas com

polimorfismo.

Quadro 50 — Utilizacao de tipos dependentes
{- A forma como listas podem ser descritas, utilizando o tamanho dela
- como parte do tipo. -}
type List : Nat -> Type -> Type where
nil : (List zero a);
cons : a -> (List n a) -> (List (suc n) a).

{- Definigcdo da fung¢do tamanho. -}
func length : (List n a) -> Nat where
length list = n.

{- Funcgdo soma par a par. Tentar chamd-la com listas de tamanhos

- diferentes é um erro. -}

func pairAdd : (List n Nat) -> (List n Nat) -> (List n Nat) where
pairAdd nil nil = nil;
pairAdd (cons x xs) (cons y ys) = cons (add x y) (pairAdd xs ys).

Finalmente, o Quadro 51 ilustra um caso mais complexo, uma lista obrigatoriamente

ordenada, adaptada da implementacdo de Mazzoli (2013) para Agda. Inicia-se a definigéo
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com um tipo capaz de representar a ordenacdo dos nimeros naturais, LessorEqual. Seus dois
construtores Sd0 lesszero, representando que zero € menor ou igual a todos 0s outros
ndmeros naturais, e lesssuc, representando os outros casos. Para esse segundo construtor, é
utilizada uma restricdo, que trabalha recursivamente até chegar a um caso que possa ser
construido por lesszero. Por exemplo, lessSuc (suc (suc zero)) (suc (suc (suc
zero))) implica que lesssuc (suc zero) (suc (suc zero)) Seja verdade. Por sua vez,
isso implica que lesszero zero (suc zero) Seja uma construcdo véalida, o que é correto.
Porém, caso se tente mostrar a validade de lessSuc (suc (suc zero)) (suc zero),
chega-se a 1esssuc (suc zero) zero, que € uma construcdo invalida.

Em seguida, define-se 0 tipo Bounded, que pode ser compreendido como uma extensao
aos numeros naturais, acrescentando um limite minimo (1owerBound) € um limite maximo
(upperBound). Para trazer um valor do tipo nat para 0 tipo Bounded, € utilizado o construtor
bounded.

Entdo, cria-se uma versdao de LessorEqual aplicdvel a valores do tipo Bounded,
chamada de BLessOrEqual. O valor 1owerBound € menor que todos 0s outros valores do tipo
Bounded, COMO representado pelo construtor bLessLower, enquanto que upperBound € Maior
que todos, representado por bLessUpper. Por fim, a comparagdo entre nimeros naturais que
foram trazidos para o tipo Bounded pode ser feita com o construtor bLessTift.

Finalmente, especifica-se um tipo orist, que representa uma lista cujos elementos
estdo sempre ordenados, e uma funcdo insert, responsavel por inserir os valores na lista de
forma ordenada. Embora aqui se demonstre outra vantagem do uso de tipos dependentes, a
possibilidade de verificar se um valor € menor que outro ou ndo através de seu tipo, também
fica claro que em algumas situacdes isso aumenta a complexidade do codigo sendo escrito.
Por exemplo, a funcdo insert, além de receber o elemento a ser inserido e a lista em que ele
sera inserido, necessita de alguns argumentos adicionais do que se esperaria huma linguagem

sem tipos dependentes.



Quadro 51 — Funcéo de ordenagdo com tipos dependentes
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type LessOrEqual : Nat -> Nat -> Type where

lessZero zero vy : Nat -> Nat -> (LessOrEqual zero vy);

lessSuc (suc x) (suc y) : Nat -> Nat -> (LessOrEqual (suc x) (suc y)) |
LessOrEqual x y.

type Bounded : Type where
lowerBound : Bounded;
upperBound : Bounded;
bounded : Nat -> Bounded.

{- A lifted version of LessOrEqual with total ordering. -}
type BLessOrEqual : Bounded -> Bounded -> Type where

bLessLower lowerBound vy : Bounded -> Bounded ->
(BLessOrEqual lowerBound vy);

bLessUpper x upperBound : Bounded -> Bounded ->
(BLessOrEqual x upperBound) ;

bLessLift (bounded x) (bounded y) : Bounded -> Bounded ->

(BLessOrEqual (bounded x) (bounded y)) |
LessOrEqual x vy.

type OList : Bounded -> Bounded -> Type where
onil : (BLessOrEqual 1 u) -> (OList 1 u);
ocons x xs : Nat -> (OList (bounded x) u) -> (BLessOrEqual 1 (bounded x)) ->
(OList 1 u).

func tolList : (OList 1 u) -> (List n Nat) where
toList (onil z) = nil;
tolList (ocons X Xs z) = cons x (toList xs).

func insert : Nat ->
(OList 1 u) ->
(BLessOrEqual 1 (bounded x)
(BLessOrEqual (bounded x) u) ->
(OList 1 u) where

insert x

(onil z)
(BLessOrEqual 1 (bounded x))
(BLessOrEqual (bounded x) u) = ocons x

(onil (BLessOrEqual (bounded x)
(BLessOrEqual 1 (bounded x));

insert x
(ocons y ys (BLessOrEqual 1 vy))
(BLessOrEqual 1 (bounded x))
(BLessOrEqual (bounded x) u) =

match (LessOrEqual (suc x) (suc vy))
(ocons x
(ocons y ys (BLessOrEqual (bounded x) (bounded vy)))
(BLessOrEqual 1 (bounded x)))
(ocons y
(insert x ys (BLessOrEqual (bounded y) (bounded x))
(BLessOrEqual (bounded x) u))
(BLessOrEqual 1 (bounded vy))).

print (tolList (insert (suc zero)
(insert zero
(onil (bLessLower lowerBound upperBound))
(bLessLower lowerBound (bounded zero))
(bLessUpper (bounded zero) upperBound)))
(bLessLower lowerBound (bounded (suc zero)))
(bLessUpper (bounded (suc zero)) upperBound))) .

u))




